BEISPIEL DEFINITION
Schwache aber nicht stark konvergente
Folge, auch nicht schwach konvergente gleichméflig konvex
Folge
DGL II B DGL II B
DEFINITION DEFINITION
Steitigkeitbegriffe Monotoniebegriffe
DGL II B DGL II B
BROWDER-MINTY LEMMA

Seien V ein reeller reflexiver separabler
BANACH-Raum und A : V — V* monoton,
radialstetig und koerzitiv. Dann ist A
surjektiv. Die Losungsmenge ist konvex
und abgeschlossen. Ist A strikt monoton,
so ist A bijektiv.

Zusammenhang der Stetigkeitsbegriffe I:

o verstirkte Stetigkeit impliziert Kompaktheit (reflex).

Kompaktheit impliziert Stetigkeit.

Stetigkeit impliziert Demistetigkeit.

Demistetigkeit impliziert Hemistetigkeit (reflex).

Hemistetigkeit impliziert Radialstetigkeit.

LEMMA DGL IT B

Seien die Voraussetzungen des Satzes von BROWDER-MINTY
erfiillt. Dann gilt

1. Ist A sogar stark monoton, so ist A~! LIPSCHITZ-stetig.

2. Ist A sogar stark monoton und LIPSCHITZ-stetig, so ist
A~! stark monoton.

DGL II B

DGL II B
LEMMA

Seien die Voraussetzungen des Satzes von
BROWDER-MINTY erfiillt. Dann gilt: Ist A
sogar strikt monoton, so ist A~! strikt

monoton, beschriankt und demistetig.

DGL II B

LEMMA

Korollar zum Fixpunktsatz von BROUWER

DGL II B

DEFINITION

Pseudomonotonie

DGL II B




Ein BANACH-Raum X heif3t gleichmdf$ig konver wenn

Ve>036>0: |z—y| > =

x+y
H ! L <125 vjaf, Jyl < 1.

Gleichméflige Konvexitit sagt aus, dass zwei Vektoren der
Einheitskugel einander nahe sein miissen, wenn deren Mit-
telpunkt nahe am Rand liegt.

Alle LP-Riume, die SOBOLEV-Raume W™? fiir p € (1,0)
und alle Innenprodukt-Riume (Parallelogramgleichung) sind
gleichméBig konvex. Gleichméfig konvexe Rdume sind reflexiv
(Satz von MILMAN-PETTIS).

(un = ]l(”i\/%"))neN c L?(R) konvergiert nicht stark, da es
keine CAuCHY-Folge ist, betrachte m € 2N, n = 377", aber
schwach gegen 0.

<un(m) = 2n(1l — nx) 11[07%]>n€N < L'(0,1) konvergiert nicht
mal schwach, da (u,,1) = 1 aber {p,u, )y — 0 fir p €
cr(0,1)

o monoton: { Av — Aw,v —w) =0 Yo,we V.
o strikt monoton: (Av — Aw,v—w)>0Vv #weV.
e stark monoton: { Av — Aw,v —w ) = plv —w|?, p > 0.

e gleichmdflig monoton: p : Rf — RJ strikt monoton wach-
send, p(0) = 0: (Av — Aw,v —w ) = p(jv — w)).

e d-monoton: o : Rf — R strikt monoton wachsend: ( Av—
Aw,v —w) = (a(]v]) = alw])(|v| = [w]) Yo,we V.

e koerzitiv: v: RS — R, v(2) 222, w0 (Av,v) = (|v])]v].

e demistetig: v, > vinV = Av, — Av in V*.

o hemistetig: [0,1] 3¢ — (A(u + tv), w ) stetig Yu, v, w.

o radialstetig: [0,1] 3t — (A(u + tv),v ) stetig Yu,v € V.
e wverstarkt stetig: u, — uin V = Au, — Auin V*.

e schwach-schwach-stetig: v, — v = Av, — Av.

e Jokal beschrinkt: um jeden Punkt v € V gibt es eine

Umgebung, auf der A beschrankt ist.

Die Identitét £1 — £y ist verstérkt stetig (¢1 hat die SCHUR-Eigenschaft)
aber nicht kompakt, da das Bild der ¢1-Einheitskugel die Einheitsvekto-
ren enthilt, welche keine konvergente Teilfolge besitzen.

1. Sei (up)nen < V beschriankt. Dann existiert eine schwach
konvergente Teilfolge (up/)nen — u € V. Aufgrund der
verstirkten Stetigkeit folgt Au,, — Au.

4. Seien u,v,w € V und (t,)nen < [0, 1] konvergent gegen ¢ €
[0,1]. Dann folgt u+t,v — u+tv und A(u+t,v) — A(u+tv)
in V* da V reflexiv ist, also A(u + t,v) ~~ A(u + tv) in V*,
und daher insbesondere { A(u + t,v), w ) — { A(u + tv), w ).
2, 3, 5 sind klar.

Seien u1,ug € V Losungen 6 € [0, 1] und up = Quy + (1 —6)us.
(f—Av,ug —v) =0(Auy — Av,u; —v)+(1 —0)(Aug — Av,uz —v) =0,

Fiir v := ug + Mw, A e (0,1] gilt FX{f — A(ug +  w),w) =0

und somit { f — Aug,w ) = 0 fiir A — 0. (MINTY’s Trick)
Sei (un)neny < V eine Folge von Losungen — u € V.

(f=Av,u—v) = limoo<f—Av,un—v> = limoc<Aun—Av,un—v> >0,
Minty. Satz von MAZUR. Angenommen, u; # us sind zwei

Losungen von Au = f. Dann 0 < { Auy; — Aug,uq — ug ) =

<f7fau1*u2>:0'

(AN —A7Yg, f—g)=(Au— Av,u—v) > 0.

Sei F' < V* beschrinkt. y(|ul)|lul] < (Au,u) = {f,u) <
[l < Mul. Nun folgt y(|lull) = v(JA™"f]) < M. Wire
A~YF nicht beschr, 3(f,)nen © F : |[A71f,|| — o0, aber dann
YA f = nl) = o0).

Sei (fn = Aup)nen < V* konvergent gegen f in V*. (u, =
A7l f)en © V ist beschriinkt (A~! monoton, d.h. lok. be-
schr.). Ju, < V mit wy — v € V. (f — Av,u —v) =
limyy oo { f = AV, Uy —v ) = limyy 00 ( Aty — Av, upr —v ) = 0.
Minty’s Trick: Au,, = f und somit u,, = A~1f, — A7 f = u.

(Au— Av,u—wv) C

~1 —1 s 1
A 2 — A7y = [lu —vf| < <= —|Au — Av|
pllu =l 0

*)
(A7 e — Ay o —y) = (Au— Av,u —v) > plu — v

® p _ _ K
Z*AA 1 —AA 1 2:7 _ 2
laate yl? = Zllz - yl?,

Ein Operator A : V. — V* heifit pseudomonoton, wenn aus
Up, — uw in V und limsup,,_, ., { Aup, u, —u) < 0 folgt, dass
(Au,u —w) < liminf, o (Aup, u, —w ) fiir alle w e V gilt.

Sei h: R™ > B(0, R) — R" stetig und erfiille h(z)  z > 0 auf
0B(0, R), d.h. fiir alle |z| = R. Dann besitzt h eine Nullstelle.
Die Abbildung g: B(0,R) — dB(0,R), z — —Rpi&; hat
einen Fixpunkt: es existiert ein z* € B(0, R) mit g(z*) = z*.

Dann gilt ||z*| = R und

h(Z*)2
[h(z*)] =

was ein Widerspruch ist.




AQUIVALENTE CHARAKTERISIERUNG

Pseudomonotonie

DGL II B

DEFINITION

Potentialoperator, Potential

DGLII B

EXPLIZITE DARSTELLUNG DES POTENZIALS

Sei A:V — V* ein radialstetiger
Potenzialoperator mit Potenzial
®: V — R. Dann gilt

¢ (v) = (0) + L (A(tv),v ) dt.

DGL ITI B

A:V — V* demistetig. TFAE: (I) A ist Potenzialoperator

(IT) Fiir alle z,y € V und alle Wege von y nach z, d.h. alle
v e C'([0,1], V) mit 4(0) = y und v(1) = = gilt

1 1
j <A<m>,z>f<A<ty>,y>dt:f A1)/ (1) dt.
0 0

(L) §o CA(ta),z) = A(ty), y)dt = § CAly+t(z—y)),a—y ) dt.

DGL ITI B

EXISTENZ VON MINIMIERERN AUF KUGELN I

Seien ¢: V — R SFUS, V reflexiv, K c V
nichtleer, abgeschlossen, beschriankt
und konvex. Dann existiert v* € K mit

¢ (v*) = mingeg P(v). Die Menge der
Minimierer ist schwach abgeschlossen.

DGL II B

EXISTENZ VON MINIMIERERN AUF KUGELN II

Sei & : V — R SFUS, schwach koerzitives
Funktional, K < V nichtleer, abgeschlossen

und konvex. Dann existiert ein Minimierer
von ¢ in K.

DGL II B

® KONVEX <= &' MONOTON

Sei A ein Potenzialoperator mit Potenzial ®. TFAE:
1. Das Funktional ® ist konvex.
2. Es gilt (Av,v —w) = ®(v) — ®(w) fiir alle v,w e V.
3. Der Operator A ist monoton.

4. p:R >R, t — (v + tw) konvex (,entlang Schnitte*).

DGL IT B

® KONVEX <= & MONOTON

Zweiter Teil des Beweises (3) = (4), (1)
= (4)

DGL II B

POTENTIAL EINES MONOTONEN OPERATORS IST SFUS

Jedes konvexe GATEAUX-differenzierbare
d: V — R ist SFUS.

DGL II B

MINIMIERER SIND LOSUNG DER DGL

Seien A : V — V™ ein Potentialoperator
mit Potential ®: V — R und f e V™.
Aus ®(u) — (f,u) =min,y ®(v) = f,v)
folgt Au = f in V*.

Ist A monoton, gilt auch die Umkehrung.

DGL II B




Ein Operator A : V' — V* heifit Potenzialoperator, wenn ei-
ne GATEAUX-differenzierbares Potential ®: V — R existiert,

sodass

fir alle u,v e V gilt.

Seien A : V — V* beschrinkt sowie V reell, reflexiv und
separabel. Dann ist A genau dann pseudomonoton, wenn aus
tup, — w in V und limsup,,_, ., { Aun,u, —u) < 0 folgt, dass
Au,, — Au und (Auy,, uy, ) — (Au, ) gilt.

(I) = (II): Sei ®: V — R ein Potenzial von A.
1
|| <A vy cagu).w)at = 2(e) - 20) = 22(1) - 2((0)

- Jl (® o u)(t)dt © Jl &' (w(t))u' (1) dt
0 0

(III) = (I): ®(v) := S(l) { A(tv),v ) dt definiert Potenzial von A:

w - fl<A(t(U +hw)), v + hwy— ( A(to), v dt = ()
0

Mit z := v + hw und y := v folgt nach Voraussetzung

) @ (.. (A + thw), fw) 1
}112})(*) = L Alﬂm()#dt:fo (Av,wHdt = (Av,w).

Fir v e V gilt

i<IJ(tv) = lim

dt h—0 h = (D' (tv),v) = (A(tv),v).

Da t — £ &(tv) aufgrund der Radialstetigkeit von A stetig
ist, folgt mit dem Hauptsatz durch Integration iiber [0, 1]

®(v) — (0) = L (A(to), v ) dt.

Sei w € K. Aufgrund der schwachen Koerzivitit von &
existiert ein R > 0, sodass fiir alle z € V mit ||z|] > R
die Ungleichung ®(z) > ®(w) gilt. Wihle nun R gegebe-
nenfalls noch gréfer, sodass w € Kp = K n Bg(0) gilt.
Die Menge Kp ist nichtleer, abgeschlossen, konvex und be-
schrankt. Nach einem Lemma existiert ein v* € Kr < K mit
O (v*) = mingeg, P(v) < P(w) < ®(z) fir alle z € K\Kp.
Also gilt ®(v*) < inf.cp g, P(2) und v* € K.

Anwendung (K -Bestapprozimation): K = Unterraum, ® := | - —v||.

n—00
E——

Sei (up)pney < K eine Folge mit P(u,)
inf,ex ®(v) =t d. Da K beschriankt ist, ist es (uy, )nen
auch. Aufgrund der Reflexivitéit von V existiert eine
schwach konvergente Teilfolge (u),)eny mit u/, — u €
V. Nach dem Satz von MAZUR ist K sogar schwach
abgeschlossen, also gilt v € K. Es gilt d < ®(u) <

liminf,/ . ®(u,) = d und somit ¢(u) = d € R.

®(v) < liminf, o ®(v,) = mingex P(w) < P(v)

(3) = (4): Mit der Kettenregel folgt ¢'(t) = (®'(v + tw),w ).

Fiir ¢t > s gilt (Ableitung monoton = konvex)

o(t) — o(s) = (A(v + tw) — A(v + sw),w)
= i@ﬂv +tw) — A(v + sw), (v + tw) — (v + sw)> > 0.

(4) = (1): Seilenv,w € V,0 € [0,1]] und p : R > R, ¢ —

®(v + t(w —v)). Dann gilt

(1 —0)v+0w) =P(v+0(w—v)) =p@) =p((1—0)-0+6-1)
<(1=0)p(0)+0p(1) = (1 —0)P(v) + 0D (w).

(Av— Aw,v —w) = (Av,v —w )+ { Aw,w — v )

= ®(v) — ¢(w) + ¢(w) — ¢(v) = 0.

©
(1): Fiir w e V gilt 2(®(u+ hw) — @;(u) > 0 fir h S 0
und somit

0= lim%(cb(quhw) —(fou+ hw Y —(®(w) — Cfud))

h—0
(u+hw) — @

(2): Ist A monoton und Au = f, so folgt nach einem Lemma

(fiu—v)y={Au,u—v) = ®(u) — d(v) YveV,
= @(u)—(f,u}é@(v)—(f,v}

Sei (up)nen < V eine Folge mit Grenzwert u € V. Nach dem

vorherigen Lemma (Variationsungleichung) gilt fiir alle n e N
D (u) — D(up) < (D' (u),u —up )

und somit

D (u) < lim inf D (up) + (D' (u),u — uy )

= liminf ®(u,) + lim (®'(u),u — uy, ) = liminf ®(u,).
n—00

n—aoo n—o0




MOTIVATION

YOUNG-Mafe

DGL II B

LEMMA

Schwache Konvergenz und Mittelwerte

DGLII B

BEISPIEL

Konzentration der Masse (in 0) vs

Oszillation

DGL II B

BEISPIEL

YOUNG-Maf bei periodischer Oszillation

DGL IT B

DEFINITION

RADON- und Wahrscheinlichkeitsmaf3

DEFINITION & SATZ

Co und RIESZ-MARKOV-KAKUTANI

DGL II B DGL II B
DEFINITION & SATZ DEFINITION
> (€; M (R)), schwach*-messbar YOouNG-Ma$f
DGL II B DGL II B
SATZ LEMMA

Hauptsatz iiber YOUNG-Mafle

DGL II B

Fiir den Erwartungswert eines
YouNG-Mafles gilt u(z) = E[v,]

DGL II B




Sei (up)nen < LP(2) beschrinkt. Dann gilt u,, — u genau

dann wenn die Mittelwerte stark konvergieren, d.h.

1 1
— | upde —> — | udz
| D fD D JD

fiir alle messbaren D < ) gilt.
, = “: Teste mit v = 1p.
, <= “ Es gilt (u, —u,v) — 0 fiir alle v € span({lp : D <

Q) messbar}), welcher dicht liegt.

Selbst in einem HILBERT-Raum gilt fiir eine schwach konver-

gente Folge u,, — u und eine nichtlineare Funktion f — auch
wenn f(u,) — v stark konvergiert — nicht v = f(u). Betrach-
te als Beispiel eine Orthonormalbasis u,, mit u, — 0 und
f=1"]|- Dann gilt f(u,) =1+ 0= f(0).

Wir wollen also schwache Grenzwerte in einem gewissen Sinne
verallgemeinern, um mehr iiber den Grenzwert b herauszufin-
den.

Haben u,, — u, Au,, — b, wir wollen Grenzwert identifizieren.

Fiir u(x) := h(z)—2h(2z—1), wobei h die HEAVISIDE funktion
ist, definiere uy, () := u(nz), wobei u 1-periodisch fortgesetzt
wird.

Wir wollen die Wahrscheinlichkeit messen, mit der ein Funk-
tionswert ,,im Grenzwert“ angenommen wird. In diesem Fall
ist das zugehorige YOUNG-Maf, welches ein Wahrscheinlich-
keitsmaf ist, dass diese Wahrscheinlichkeit modelliert, gege-

ben durch
_ Oy +oy

2 b
wobei § die DIRAC-Funktion ist.

Fiir u, = n'/?1 0,11 < LP(Q) gilt |unlo,p = 1, up — 0 und
sogar u, — 0 fast ﬁ%erall, aber nicht u, — 0. (v, = dyoy f.ii.)
Die Folge wup(xz) = sin(2mnx) ist beschrinkt, sogar
gleichméBig: es gilt [unlow = 1. (Die gleichmiflige Be-
schrianktheit impliziert, dass es keinen Konzentrationseffekt
geben kann.) Es gilt w,, — 0 jedoch nicht w,, — 0.

Hier hat v die Dichte arcs;n(y) = 7r\/11—7 auf [—1,1
”von der y-Achse auf die Funktion schauen”. Also gilt fiir alle

messbaren A < [-1,1] v(4) = %£ \/11_7 dt

], da wir

Wir betrachten Co(R) := {u € C(R) : u(x) lat=co, 0} mit der

Supremumsnorm.
Dann gilt M(R) = (Co(R))* via (i, f ) pqryxco@) = §.f di.

Sei M(R) der Vektorraum (Fijr die Vektorraumstruktur (sonst
konnen wir keine Norm definieren) bendtigen wir eigentlich auch si-
gnierte Maf}, da aber Wahrscheinlichkeitsmafle nichtnegativ sind, igno-
rieren wir dies.) der beschrénkten RADON-Mafle auf R, wobei
ein beschrinktes Mafl y RADON-Mafl heiffit, wenn fiir alle
A e B(R)gilt u(A) = sup{p(K) : K < A kompakt}.

Ity = $elil = supgagyy , Sy lal(4), wobe die Ay eine
paarweise disjunkte Ausschopfung von R sind. Es gilt P(R) <
M(R), wobei P(R) die W-Mafie auf R bezeichnet, und u €
P(R) <= |p|rtm) =1 und p > 0 gilt.

Seien Q = R? messbar und beschrinkt, (u, : @ — R),en
eine Folge messbarer Funktionen. Die Abbildung vy €
LY, (2; M(R)) heifit von der Folge (un)nen erzeugtes Y OUNG-
Map, wenn v, € P(R) fiir alle z € Q gilt und fiir jede Ca-
RATHEODORY-Funktionf : Q x R — R aus

(fCyun))n — f in LY(Q),

folgt, dass f(x S]R x,t) dv,(t) fast iiberall gilt.

o (Q M(R)) == {u: Q> M(R) : we L” ist schwach®-mb.},

wobei wir v schwach®-messbar nennen, wenn die Abbildung

- j Fdv, = fRﬂy) v, (y)

fiir alle f € Co(R) messbar ist.

Es gilt (L'(2;Co(R)))* = Ly, (% M(R)).

Sei (un)neny < LP(Q) fiir p € [1, 00], sodass u,, — u fiir p < 00
bzw w, - u fiir p = o0. Ist v ein YOUNG-Maf einer Teilfolge
= (g t dpug(t) fast iiberall in Q.

Wegen sup,,cy g(zg(\u,,(. v)|)de < oo (konvergent = in

von uy, so gilt u(x

LP beschr.) existiert eine Teilfolge wu,, und ein zugehoriges
YouNG-Ma$B. Ist v nun ein beliebiges YOUNG-Maf}, so wéhlen
wir die CARATHEODORY-Funktion f(z,t) = t. Dann gilt
(TODO: p = ®) f(,up) = Uy — u in LP(Q) und somit
auch in L'(Q) (da Q beschrinkt ist). Nach dem Hauptsatz

folgt u(x) = (5 f(,t) dpe(t) = Szt dpa(t) = E[v.].

Seien Q und (uy,)nen Wie oben. Existiert eine stetige monoton
wachsende Funktion g : [0,0) — R mit () ~—=> o0 und (ist

(n)nen in LP beschrankt, wihle g(t) := t¥.)

sup Lguun@sm dz < o,

neN

dann hat (u, ), eine Teilfolge u,/, welche ein YOUNG-Maf} er-

zeugt.




DUNFORD-PETTIS

DE LA VALLEE POUSSIN

DGL IT B DGL IT B
SATZ SATZ
Sir Ball Pedregal
DGL IT B DGL IT B
DEFINITION LEMMA: ZUSAMMENHANG DER MONOTONIEBEGRIFFE I
1. GleichméBige Monotonie impliziert strikte Monotonie.
2. Starke Monotonie impliziert gleichméfiige Monotonie.
Maﬁwel‘tige LéSUDg 3. Starke Monotonie impliziert d-Monotonie.
4. Starke Monotonie impliziert Koerzivitét.
5. d-Monotonie impliziert Monotonie.
DGL IT B

DGL II B

LEMMA: ZUSAMMENHANG DER MONOTONIEBEGRIFFE 11

Monotonie impliziert lokale
Beschranktheit.

DGL II B

LEMMA: ZUSAMMENHANG DER MONOTONIEBEGRIFFE III

Auf reflexiven Rdumen implizieren
Monotonie und Radialstetigkeit
Demistetigkeit.

DGL II B

DEFINITION

Eigenschaft (M)

DGL II B

DEFINITION

GATEAUX-Differenzierbarkeit

DGL II B




Eine beschriinkte Folge (uy,)ney © L'(2) hat genau dann ein

schwach konvergente Teilfolge wenn eine monoton wachsende
Funktion ¢ : [0,00) — [0, 00) existiert mit

M E2O, o, und SupJ ’(/}(|’u,n|)dil' < 0.
R

z neN

Eine beschriinkte Folge (u,)ney © L'(£2) hat genau dann ein
schwach konvergente Teilfolge, wenn u,, gleichgradig integrier-

bar sind, d.h. fiir alle ¢ > 0 existiert ein § > 0 sodass
f |un|dX < e VA < Q messbar, A(4) <4 VneN.
A
gilt. Dies ist dquivalent zu

Ve >0dM > 0:

{z:|un (z)[>M}

|tn| dX < e Vn e N.

Sei (un)neny < LP(Q) fiir p € [1,00). Dann gilt uw, — wu in
L?(Q) genau dann wenn gilt:

1. (un)nen konvergiert schwach in L(Q).

2. Das von (up)nen erzeugte YOUNG-Mafl hat die Form
Vp = Oy(s) fiir ein u € LP(€2).

Es gilt fast tiberall

{y € B(x,¢) : un(y) € A}

vz (A) = lim lim B

eN\\0 n—w

wobei | - | Volumen beschreibt.

1. und 2. sind klar.

3. Mit (A #)~! sieht man a = pid.

4. Wihle v(z) = px — [|A(0)] .

5. Folgt direkt aus der Monotonie von «a.

Das Dupel (u,v()) € V x LL (2 M(R)) heiBt maBwertige
Losung von

—(a(z,v/'(z))) =0 in (a,b),
u(a) =u(d) =0

wenn fiir alle v € W (a,b) und fast alle € (a, b)

Lb fRa(x,t) dv, (t)v'(z)dz =0 und thdy$(t) = /(z)

gilt. (Ist vy = 8y (s), 50 ist u eine schwache Lisung.)

Sei u, — u. Wir zeigen Au,, — Au in V*, d.h. (Au,, — Au,v ) — 0 fiir alle
v € V, da wegen der Reflezivitit von V schwach- und schwach™®-Konvergenz
in V¥ zusammenfallen. Da A linear und kompakt ist, ist er stetig und so-
mit demistetig und somit lokalbeschrinkt. Deswegen ist (Auyn)nen C \%a
beschrinkt, also existiert wegen der Kompaktheit von A Teilfolge u/, und ein
b e V¥, sodass Au,,r — b in V¥ gilt. Wir zeigen nun b = Awu mit MINTY s
trick: fiir beliebige v € V gilt

(byu)y — CAupr uy ) = CAuy, uy ) —CAu, — Av,uy — o)
={(Av,u,y —v)y+{Au,,v)y > (Av,u —v)y+{b,v).

Daraus erhalten wir (b,u—v) = (Av,u—v) VYveV.Firt>0undweV

setze v = u + tw. Dann gilt —t{b,w) = —t{ A(u + tw),w ), also {b,w) <

(A(u+ tw), w ) %» { Au,w ) Analog erhalten wir (b, w) = ( Au,w ) fiir
radilalst.

t < 0 und somit (b, w) = ( Au, w ) fiir alle w € V und somit b = Au.

(Un)nen € Vi uy — w aber [Aup |y — 0. ap =14 |[Aup | un —u| = 1.
1 1

L Atn, 0> € = ((Atn, 03+ At — A+ ), 0 — (u +9)))

Qi Qn

= L (A =) = A+ ), = (u+0)))

Qn

N

1
(lAunfsllun —ull + [A(w + )% un —u —v])

n

1 C
ST+ —[A(w 4+ 0)|xfun — (u+ )| ST+ —[A(w + ).
o 78

Somit ist ain {Auy,v) fiir alle v € V beschrinkt. Nach BANACH-STEINHAUS
IM >0: ﬁHAun [l < M. Umstellen ergibt |Auy ||y < M (14 |Aup||s|un —
u|) Da u, — u gilt, IN € N, sodass |u, — u| < 5% fiir alle n > N gilt. Dies
ergibt jedoch |Aun|s < M + %[ Aun|s, also ||Auy ||y < 2M fiir alle n > N,

was einen Widerspruch darstellt.

Seien X und Y normierte Rdume und F' : X — Y eine Abbil-

dung. Existiert der Grenzwert

F(x + hy) — F(x) dF(a:+hy

DF(xay) = }ILI_T% h = @ )|h=0’

so heifit er GATEAUX-Differential von F an der Stelle x in
Richtung y. Ist die Abbildung y — DF(x;y) linear und be-
schrinkt, so heifit F' GATEAUX-differenzierbar in x. Die Ab-
bildung F’'(x) € L(X,Y) definiert durch F'(x)y = DF(z;y)
heiflt GATEAUX-Ableitung von F in x.

Wir betrachten oft Y = R und somit F’(z) € X*, F/(z)y = (F'(x),y ).

Gilt u,, — u in V sowie Au,, — b in V* und
lim sup { Ay, upn ) < (b, u),
n—oo

so folgt Au = b.
Pseudomonotone Operatoren besitzen die Eigenschaft (M).
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Firt>0,veVund i :=t{fiu—v)={fiu—(u+t(v—u)))

t={fiu—(u+it(v—u))
> (Alu+tlv—u)),u—(u-+tlv—u)))
=(Alu+tlv—u),(u+tlv—u)) —(u+tlv—u)+v—u))t
> [P(u+tlv—u)) —Plu+tlv—u)+v—u)]-t,

mit der Variationsungl. und dq. Charakterisierung. Kiirzen. ®

yrichtungsstetig® also ( f,u —v) = limyo @(u + t(v — u)) —
S(v+t(v—u)) =P(u)—P(v) YveV.Dann zwei Lemma.

auch: Uniform Boundedness Principle.

Seien X ein BANACH-Raum, Y ein normierter Raum und F' <
L(X,Y).

suprep |[Tzlly <0 Vo e X = suprep |T|Lxy) < ©.

Jeder monotoner koerzitiver P-Operator A: V — V*
ist surjektiv.

A st radialstetig und hat A das Potenzial ®(v) =
Sé(A(tv),v>dt. Da A monoton ist, ist ® konvex. Somit ist
®s(v) == ®(v) — (f,v) SFUS, da ® es bereits ist, und { f,v)
sogar stetig ist. Es bleibt zu zeigen, dass ®; schwach koer-
zitiv ist. Dann existiert ndmlich ein Minimierer v € V mit

® ¢ (u) = minyey P s (v) und es folgt Au = f.

b2

= ”: Minty’s Trick, da Demi = Radial.
7 «=": Sei (un)n — u. Monoton = lok. beschr. Somit
(Aup,), beschr, d.h. Au, — feV*.

(f—Aw,u—w) = lim (Au, — Aw,up —w) =0
n—0oo

und somit Au = f. TFP.

Betrachte V' := Wé’p(Q) fir p > 1 und A: V. — V* (Au,v) =
§q [Vu[P~2Vu - Vudz. Fiir alle u,v € V

(@ (),w) = Jim (@ + hv) = B(w)

1
= lim — P _ P
}}1_)1110 o JQ|V(u+hv)| |VulP dz
1 1d
~ lim —f L (1Y (u + sho)|P) ds da (FTOC)
h—0 hp Jo Jo ds
1 1
= lim ZZJ J PH |V (u + shv)|P72 V(u + shv) Vo ds da
h—0 fip Ja Jo

(L)

1
= J J IV (u)|P~2 VuVodzds = { Au,v ).
¥ Jo Ja

(%): t = (A(tv), v ) ist monoton, weil A monoton. Fiir v € V
1
®;(0) = [ CA)0)de = (o)

= j1<A(tU) —A(O),tv—O)%dt—(f—A(O),v—O)
0]

™ (1

2 [, <) = a0 vydt = (1 - A©),0)
2

> 3¢a(3) - 400> - 40,0

~(a() 2y (o - 1)

S M

v

2

v

2

[v]—00
vl ——— oo,

*

Es gilt (Au™),0®y D (1 o® vy®) e Vi k< m/. Mit
m' — oo folgt {a,v® ) = (f,o®)) vk ¢ Uj‘;lvj cV,
welcher dicht liegt. Thus limsup,,_, <Au(m/), u™) —y, @
lim sup,,,_, o (<f,u(m/) >—<Au(m/),u>) = 0. Fir we V gilt
aufgrund der Pseudomontonie von A

(Au,u—w) < liminf ¢ Au™) w™) w)
m/—>oo

= timinf (¢ £,u™)) = (Au™)w)) = (fru—w).

Wiéhlen wir w := u + v fiir v € V erhalten wir Au = f.

Pseudomonotone, lokal beschrinkte, koerzitive Ope-
ratoren sind surjektiv.

Wir suchen die Lésung u(™ e V,, := span((¢x)P_;)
des endlich-dimensionalen Ersatzproblems ( Au("™) (™)) =
o) fiir alle v™) € V,,. A ist demistetig und das Ersatz-
problem ist fiir demistetige koerzitive Operatoren losbar. Mit
der Beschrinktheit von (u(™),, < V und (Au(™),, c V*
existiert eine Teilfolge (u(™)) sowie u € V und a € V* mit
w™) — 4 in V und Au(™) — q in V*.

Zu f € V* finde ein u € V, sodass a(u,v)+b(u,u,v) = f,v),

wobei
a(vw)'—vf(Vv)(Vw)dz—uifa aw
) : o s o 0z; i oz, i

d
0
b(u, v,w) = {(u- V)v,w )2y = Z JQ Ui 5 W)

i.j=1

V={velCy:V-v=0}, V:= VH'HHMQ), H = VH'HLZ(Q’.

Sei Q < R? ein beschrinktes LIPSCHITZ-Gebiet.

V={ve Hj()*:V-u=0},

H = {veLz(Q)d:V-v:O, 'ynv:O}, wobei Vv = 0 fiir
v € L? bedeutet, dass {,v - (Vy)dz = 0 fiir alle p € C37(Q)
gilt. Fiir glattes v ist v,v := (v - n)|sq, wobei n den duferen
Normalenvektor bezeichnet. Damit ist V < HE(Q)? ein abge-

schlossener Unterraum.
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Der Operator a : V x V. — R ist wohldefiniert, linear, be-
schrankt, stark positiv und symmetrisch.

Nach dem Satz von LAX-MILGRAM besitzt das stationére
imkompressible NAVIER-STOKES-Problem (b(-,-,-) wird ver-

nachléssigt) genau ein , Geschwindigkeitslésung®.

b: Lo(Q)* x WA Q)4 x LY(Q2)? — R mit o, 3,7 > 1 und
é + % + % ist multilinear und beschrdnkt.
b: V xV xV — R ist wohldefiniert, beschrinkt und beziiglich

des zweiten und dritten Arguments schiefsymmetrisch, wobei

1
Der STOKEsS-Operator A: V. — V* mit (Av,w) = a(v,w) d o ’

* Stowes: . ) N fol = folv = [Volzapens = { 3] [ v do)
existiert und ist ebenfalls linear, beschrinkt, stark positiv und gty ox;
symmetrisch.

und b(u, v, w) = —b(u, w,v) fiir alle u,v,we V.
Somit gilt Wir wenden Satz tiber verstirkt stetige Losung an.
{ B, — Bo,w)| @ Sei (vn)nen © V eine Folge mit v,, — v in V. Wir zeigen
|Bun — Bu|ys = SU\I; } T Bv,, = B(vp,v,) — Bv = B(v,v) in V*. Betrachte fiir we V
weV\{0

N

(er + c2)(llvnlLs + o] )[on = vl s

(lonll + ToDlvn = vl s

fiir ein é > 0. Aus V <5 L* folgt |v, — v| s — 0. Letztlich ist
|vn]| beschrinkt und somit folgt |Bv,, — Bvl||yx — 0.
(@) (Av + Bo,v) = a(v,v) + b(v,v,v) = v|v|?.

—_——

=0

|<B(vmvn) - B(v,v),w>| = ‘b(vnavn»w) - b(v,v,w)|
= |b(vn, vp — v, W) + b(v, — v, v, W)]
< |b(vp, vp — v, w)| + |b(vy, — v, v, W)

< (a1 + e2) oz fwllvn —vlLs.

fiir ¢1,co > 0.

Sei u, — w in V. Da A lokal beschrinkt ist, ist
(Aup)nen beschriankt. Somit existiert ein b € V* und ei-
b gilt. Es folgt

limsup,,_, o, ( Aty tyy y = (b,u ) und mit der Pseudomono-

ne Teilfolge (un)nen, sodass Au, —

tonie von A, welche die Eigenschaft (M) impliziert, Au = b.
Teilfolgenprinzip anwenden.

Seien V separabel, reflexiv, A: V — V*.
1. Monotonie und Radialstetigkeit = Pseudomonotonie.

2. Verstarkte Stetigkeit impliziert Pseudomonotonie u,, —

u, dann liminf,, o, (Auy, u, —w ) = (Au,u — w ).

3. Summen pseudomonotoner Op. sind pseudomonoton.

Lineare, beschrinkte stark positive Operatoren A: V. — V*
sind surjektiv.

Sei (V) ein GALERKIN-Schema in V. Das diskrete Ersatz-
h)h

problem ist: find uy, € V}, sodass ( Auy, — f,vy » = 0 fiir alle

vy, € Vi, gilt. A-priori-Abschitzung: |y, |?

(foup) < | f]

schwach-schwach-stetig und somit folgt Aup, — Au. Wende

< (Aup,up ) =

«|un|- Da A linear und beschrinkt ist, ist es

Teilfolgenprinzip an.

Sei u, — u. Aufgrund der Reflexivitit geniigt es, ( Au —
Aup,v)y — 0 fiir alle v € V zu zeigen. Da A monoton ist,
ist er lokal beschrinkt und somit existiert eine schwach kon-
vergente Teilfolge (uy/)nen und u,» — b€ V*. Es folgt

(byuy «— (AU Uy Y 2 AUpy Uy ) — (AU — AV Uy — )
= (Av,u—v)y+{b,v)

Mit MINTY’s Trick folgt Au = b.

v, —vin V, Av, — 0 und limsup,,_,,, Avn, vn ) < (b,v).

(by,v) = limsup Avy,, v, ) = limsup{ Avy, vy, — v )+ (Avp,v)

n— 00 neN
= limsup { Avp, v, —v ) +{b,v),
neN

d.h. (Avp, v, —v) < 0. Aufgrund der Pseudomonotonie folgt
(Av,v —w) < liminf (Avy, vn — w ) = Iminf ( Avn, v ) — (b, w )
n—00 n—00
< limsup { Avp, vn ) —(byw) =<{bv —w).
n—0o0

Mit MINTY’s Trick folgt Av = b.




