
Beispiel

Schwache aber nicht stark konvergente

Folge, auch nicht schwach konvergente

Folge

DGL II B

Definition

gleichmäßig konvex

DGL II B

Definition

Steitigkeitbegriffe

DGL II B

Definition

Monotoniebegriffe

DGL II B

Browder-Minty

Seien V ein reeller reflexiver separabler

Banach-Raum und A : V Ñ V ˚ monoton,

radialstetig und koerzitiv. Dann ist A

surjektiv. Die Lösungsmenge ist konvex

und abgeschlossen. Ist A strikt monoton,

so ist A bijektiv.
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Lemma

Zusammenhang der Stetigkeitsbegriffe I:

• verstärkte Stetigkeit impliziert Kompaktheit (reflex).

• Kompaktheit impliziert Stetigkeit.

• Stetigkeit impliziert Demistetigkeit.

• Demistetigkeit impliziert Hemistetigkeit (reflex).

• Hemistetigkeit impliziert Radialstetigkeit.

DGL II B
Lemma

Seien die Voraussetzungen des Satzes von Browder-Minty

erfüllt. Dann gilt

1. Ist A sogar stark monoton, so ist A´1 Lipschitz-stetig.

2. Ist A sogar stark monoton und Lipschitz-stetig, so ist

A´1 stark monoton.
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Lemma

Seien die Voraussetzungen des Satzes von

Browder-Minty erfüllt. Dann gilt: Ist A

sogar strikt monoton, so ist A´1 strikt

monoton, beschränkt und demistetig.
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Lemma

Korollar zum Fixpunktsatz von Brouwer

DGL II B

Definition

Pseudomonotonie

DGL II B



Ein Banach-Raum X heißt gleichmäßig konvex wenn

@ε ą 0 Dδ ą 0 : }x´y} ě ε ùñ
}x` y}

2
ď 1´δ @}x}, }y} ď 1.

Gleichmäßige Konvexität sagt aus, dass zwei Vektoren der

Einheitskugel einander nahe sein müssen, wenn deren Mit-

telpunkt nahe am Rand liegt.

Alle Lp-Räume, die Sobolev-Räume Wm,p für p P p1,8q

und alle Innenprodukt-Räume (Parallelogramgleichung) sind

gleichmäßig konvex. Gleichmäßig konvexe Räume sind reflexiv

(Satz von Milman-Pettis).

´

un :“
1pn,2nq
?
n

¯

nPN
Ă L2pRq konvergiert nicht stark, da es

keine Cauchy-Folge ist, betrachte m P 2N, n :“ 3m
2 , aber

schwach gegen 0.
´

unpxq :“ 2np1´ nxq1r0, 1
n s

¯

nPN
Ă L1p0, 1q konvergiert nicht

mal schwach, da xun,1 y “ 1 aber xϕ, un y Ñ 0 für ϕ P

C8c p0, 1q

• monoton: xAv ´Aw, v ´ w y ě 0 @v, w P V .

• strikt monoton: xAv ´Aw, v ´ w y ą 0 @v ‰ w P V .

• stark monoton: xAv ´Aw, v ´ w y ě µ|v ´ w|2, µ ą 0.

• gleichmäßig monoton: ρ : R`0 Ñ R`0 strikt monoton wach-

send, ρp0q “ 0: xAv ´Aw, v ´ w y ě ρp|v ´ w|q.

• d-monoton: α : R`0 Ñ R`0 strikt monoton wachsend: xAv´

Aw, v ´ w y ě pαp|v|q ´ αp|w|qqp|v| ´ |w|q @v, w P V .

• koerzitiv : γ : R`0 Ñ R, γpzq
zÑ8
ÝÝÝÑ 8: xAv, v y ě γp|v|q|v|.

• demistetig : vn Ñ v in V ùñ Avn á Av in V ˚.

• hemistetig : r0, 1s Q t ÞÑ xApu` tvq, w y stetig @u, v, w.

• radialstetig : r0, 1s Q t ÞÑ xApu` tvq, v y stetig @u, v P V .

• verstärkt stetig : un á u in V ùñ Aun Ñ Au in V ˚.

• schwach-schwach-stetig : vn á v ùñ Avn á Av.

• lokal beschränkt : um jeden Punkt v P V gibt es eine

Umgebung, auf der A beschränkt ist.

Die Identität `1 Ñ `8 ist verstärkt stetig (`1 hat die Schur-Eigenschaft)

aber nicht kompakt, da das Bild der `1-Einheitskugel die Einheitsvekto-

ren enthält, welche keine konvergente Teilfolge besitzen.

1. Sei punqnPN Ă V beschränkt. Dann existiert eine schwach

konvergente Teilfolge pun1qn1PN á u P V . Aufgrund der

verstärkten Stetigkeit folgt Aun1 Ñ Au.

4. Seien u, v, w P V und ptnqnPN Ă r0, 1s konvergent gegen t P

r0, 1s. Dann folgt u`tnv Ñ u`tv und Apu`tnvq á Apu`tvq

in V ˚, da V reflexiv ist, also Apu` tnvq
˚
Ýá Apu` tvq in V ˚,

und daher insbesondere xApu` tnvq, w y Ñ xApu` tvq, w y.

2, 3, 5 sind klar.

Seien u1, u2 P V Lösungen θ P r0, 1s und uθ :“ θu1`p1´θqu2.

x f ´Av, uθ ´ v y “ θ xAu1 ´Av, u1 ´ v y`p1´ θq xAu2 ´Av, u2 ´ v y ě 0,

Für v :“ uθ ˘ λw, λ P p0, 1s gilt ¯�λ x f ´Apuθ ˘ λwq, w y ě 0

und somit x f ´Auθ, w y “ 0 für λÑ 0. (Minty’s Trick)
Sei punqnPN Ă V eine Folge von Lösungen á u P V .

x f´Av, u´v y “ lim
nÑ8

x f´Av, un´v y “ lim
nÑ8

xAun´Av, un´v y ě 0,

Minty. Satz von Mazur. Angenommen, u1 ‰ u2 sind zwei

Lösungen von Au “ f . Dann 0 ă xAu1 ´ Au2, u1 ´ u2 y “

x f ´ f, u1 ´ u2 y “ 0.

xA´1f ´A´1g, f ´ g y “ xAu´Av, u´ v y ą 0.

Sei F Ă V ˚ beschränkt. γp}u}q}u} ď xAu, u y “ x f, u y ď

}f}˚}u} ď M}u}. Nun folgt γp}u}q “ γp}A´1f}q ď M . Wäre

A´1F nicht beschr, DpfnqnPN Ă F : }A´1fn} Ñ 8, aber dann

γp}A´1f ´ n}q Ñ 8q.

Sei pfn “ AunqnPN Ă V ˚ konvergent gegen f in V ˚. pun “

A´1fqnPN Ă V ist beschränkt (A´1 monoton, d.h. lok. be-

schr.). Dun1 Ă V mit un1 á u P V . x f ´ Av, u ´ v y “

limn1Ñ8 x f´Av, un1´v y “ limn1Ñ8 xAun1´Av, un1´v y ě 0.

Minty’s Trick: Aun “ f und somit un1 “ A´1fn á A´1f “ u.

}A´1x´A´1y} “ }u´ v} ď
xAu´Av, u´ v y

µ}u´ v}

CS
ď“

1

µ
}Au´Av}

xA´1x´A´1y, x´ y y “ xAu´Av, u´ v y
p‹q

ě µ}u´ v}2

p;q

ě
µ

L
}AA´1x´AA´1y}2 “

µ

L
}x´ y}2,

Ein Operator A : V Ñ V ˚ heißt pseudomonoton, wenn aus

un á u in V und lim supnÑ8 xAun, un ´ u y ď 0 folgt, dass

xAu, u´ w y ď lim infnÑ8 xAun, un ´ w y für alle w P V gilt.

Sei h : Rm Ą Bp0, Rq Ñ Rn stetig und erfülle hpzq ‚ z ě 0 auf

BBp0, Rq, d.h. für alle }z} “ R. Dann besitzt h eine Nullstelle.

Die Abbildung g : Bp0, Rq Ñ BBp0, Rq, z ÞÑ ´R hpzq
}hpzq} hat

einen Fixpunkt: es existiert ein z˚ P Bp0, Rq mit gpz˚q “ z˚.

Dann gilt }z˚} “ R und

0 ď hpz˚q ‚ z˚ “ hpz˚qgpz˚q “ ´R
hpz˚q2

}hpz˚q}
ă 0,

was ein Widerspruch ist.



Äquivalente Charakterisierung

Pseudomonotonie

DGL II B

Definition

Potentialoperator, Potential

DGL II B

Explizite Darstellung des Potenzials

Sei A : V Ñ V ˚ ein radialstetiger

Potenzialoperator mit Potenzial

Φ: V Ñ R. Dann gilt

Φpvq “ Φp0q `

ż 1

0

xAptvq, v y dt.

DGL II B

A : V Ñ V ˚ demistetig. TFAE: (I) A ist Potenzialoperator

(II) Für alle x, y P V und alle Wege von y nach x, d.h. alle

γ P C1
pr0, 1s, V q mit γp0q “ y und γp1q “ x gilt

ż 1

0

xAptxq, x y´ xAptyq, y y dt “

ż 1

0

xAγptq, γ1ptq ydt.

(III)
ş1

0
xAptxq, x y´ xAptyq, y ydt “

ş1

0
xApy`tpx´yqq, x´y ydt.

DGL II B

Existenz von Minimierern auf Kugeln I

Seien Φ: V Ñ R SFUS, V reflexiv, K Ă V

nichtleer, abgeschlossen, beschränkt

und konvex. Dann existiert v˚ P K mit

Φpv˚q “ minvPK Φpvq. Die Menge der

Minimierer ist schwach abgeschlossen.
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Existenz von Minimierern auf Kugeln II

Sei Φ : V Ñ R SFUS, schwach koerzitives

Funktional, K Ă V nichtleer, abgeschlossen

und konvex. Dann existiert ein Minimierer

von Φ in K.
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Φ konvex ðñ Φ1 monoton

Sei A ein Potenzialoperator mit Potenzial Φ. TFAE:

1. Das Funktional Φ ist konvex.

2. Es gilt xAv, v ´ w y ě Φpvq ´ Φpwq für alle v, w P V .

3. Der Operator A ist monoton.

4. ϕ : RÑ R, t ÞÑ Φpv ` twq konvex (
”
entlang Schnitte“).

DGL II B

Φ konvex ðñ Φ1 monoton

Zweiter Teil des Beweises (3) ùñ (4), (1)

ùñ (4)

DGL II B

Potential eines monotonen Operators ist SFUS

Jedes konvexe Gâteaux-differenzierbare

Φ: V Ñ R ist SFUS.

DGL II B

Minimierer sind Lösung der DGL

Seien A : V Ñ V ˚ ein Potentialoperator

mit Potential Φ: V Ñ R und f P V ˚.

Aus Φpuq ´ x f, u y “ minvPV Φpvq ´ x f, v y

folgt Au “ f in V ˚.

Ist A monoton, gilt auch die Umkehrung.

DGL II B



Ein Operator A : V Ñ V ˚ heißt Potenzialoperator, wenn ei-

ne Gâteaux-differenzierbares Potential Φ: V Ñ R existiert,

sodass

DΦpu; vq “ lim
hÑ0

Φpu` hvq ´ Φpuq

h
“ xAu, v y

für alle u, v P V gilt.

Seien A : V Ñ V ˚ beschränkt sowie V reell, reflexiv und

separabel. Dann ist A genau dann pseudomonoton, wenn aus

un á u in V und lim supnÑ8 xAun, un ´ u y ď 0 folgt, dass

Aun á Au und xAun, un y Ñ xAu, u y gilt.

(I) ùñ (II): Sei Φ: V Ñ R ein Potenzial von A.

ż 1

0
xAptvq, v y´ xAptwq, w y dt “ Φpxq ´ Φpyq “ Φpγp1qq ´ Φpγp0qq

“

ż 1

0
pΦ ˝ uqptq dt

(K)
“

ż 1

0
Φ1puptqqu1ptqdt

(III) ùñ (I): Φpvq :“
ş1
0 xAptvq, v ydt definiert Potenzial von A:

Φpv ` hwq ´ Φpvq

h
“

ż 1

0
xAptpv ` hwqq, v ` hw y´ xAptvq, v ydt “: p‹q

Mit x :“ v ` hw und y :“ v folgt nach Voraussetzung

lim
hÑ0

p‹q
(L)
“

ż 1

0
lim
hÑ0

xApv ` thwq,�hw y

�h
dt “

ż 1

0
xAv,w ydt “ xAv,w y .

Für v P V gilt

d

dt
Φptvq “ lim

hÑ0

Φptv ` hvq ´ Φptvq

h
“ xΦ1ptvq, v y “ xAptvq, v y .

Da t ÞÑ d
dtΦptvq aufgrund der Radialstetigkeit von A stetig

ist, folgt mit dem Hauptsatz durch Integration über r0, 1s

Φpvq ´ Φp0q “

ż 1

0

xAptvq, v y dt.

Sei w P K. Aufgrund der schwachen Koerzivität von Φ

existiert ein R ą 0, sodass für alle z P V mit }z} ą R

die Ungleichung Φpzq ě Φpwq gilt. Wähle nun R gegebe-

nenfalls noch größer, sodass w P KR :“ K X BRp0q gilt.

Die Menge KR ist nichtleer, abgeschlossen, konvex und be-

schränkt. Nach einem Lemma existiert ein v˚ P KR Ă K mit

Φpv˚q “ minvPKR Φpvq ď Φpwq ď Φpzq für alle z P KzKR.

Also gilt Φpv˚q ď infzPKzKR Φpzq und v˚ P K.

Anwendung (K-Bestapproximation): K “ Unterraum, Φ :“ } ¨ ´v}.

Sei punqnPN Ă K eine Folge mit Φpunq
nÑ8
ÝÝÝÑ

infvPK Φpvq “: d. Da K beschränkt ist, ist es punqnPN
auch. Aufgrund der Reflexivität von V existiert eine

schwach konvergente Teilfolge pu1nqn1PN mit u1n Ñ u P

V . Nach dem Satz von Mazur ist K sogar schwach

abgeschlossen, also gilt u P K. Es gilt d ď Φpuq ď

lim infn1Ñ8 Φpun1q “ d und somit Φpuq “ d P R.

Φpvq ď lim infnÑ8 Φpvnq “ minwPK Φpwq ď Φpvq

(3) ùñ (4): Mit der Kettenregel folgt ϕ1ptq “ xΦ1pv ` twq, w y.

Für t ą s gilt (Ableitung monoton ùñ konvex)

ϕptq ´ ϕpsq “ xApv ` twq ´Apv ` swq, w y

“
1

t´ s

@

Apv ` twq ´Apv ` swq, pv ` twq ´ pv ` swq
D

ě 0.

(4) ùñ (1): Seien v, w P V , θ P r0, 1s und ϕ : R Ñ R, t ÞÑ
Φpv ` tpw ´ vqq. Dann gilt

Φpp1´ θqv ` θwq “ Φpv ` θpw ´ vqq “ ϕpθq “ ϕpp1´ θq ¨ 0` θ ¨ 1q

ď p1´ θqϕp0q ` θϕp1q “ p1´ θqΦpvq ` θΦpwq.

´xAv,w ´ v y “ ´ lim
hÑ0

1

h

`

Φ
`

v ` hpw ´ vq
˘

´ Φpvq
˘

(1)

ě ´ lim
hŒ0

1

h
pp1´ hqΦpvq ` hΦpwq ´ Φpvqq

“ ´ lim
hŒ0

1

h
Φpwq ´ Φpvq “ Φpvq ´ Φpwq.

xAv ´Aw, v ´ w y “ xAv, v ´ w y` xAw,w ´ v y

(2)

ě Φpvq ´ Φpwq ` Φpwq ´ Φpvq “ 0.

(1): Für w P V gilt 1
h pΦf pu ` hwq ´ Φf puqq

pďq

ě 0 für h
păq

ą 0

und somit

0 “ lim
hÑ0

1

h
pΦpu` hwq ´ x f, u` hw y´pΦpuq ´ x f, u yqq

(L)
“ lim

hÑ0

Φpu` hwq ´ Φpuq

h
´ x f, w y “ xAu´ f, w y .

(2): Ist A monoton und Au “ f , so folgt nach einem Lemma

x f, u´ v y “ xAu, u´ v y ě Φpuq ´ Φpvq @v P V,

ùñ Φpuq ´ x f, u y ď Φpvq ´ x f, v y .

Sei punqnPN Ă V eine Folge mit Grenzwert u P V . Nach dem

vorherigen Lemma (Variationsungleichung) gilt für alle n P N

Φpuq ´ Φpunq ď xΦ1puq, u´ un y

und somit

Φpuq ď lim inf
nÑ8

Φpunq ` xΦ1puq, u´ un y

“ lim inf
nÑ8

Φpunq ` lim
nÑ8

xΦ1puq, u´ un y “ lim inf
nÑ8

Φpunq.



Motivation

Young-Maße

DGL II B

Lemma

Schwache Konvergenz und Mittelwerte

DGL II B

Beispiel

Konzentration der Masse (in 0) vs

Oszillation

DGL II B

Beispiel

Young-Maß bei periodischer Oszillation

DGL II B

Definition

Radon- und Wahrscheinlichkeitsmaß

DGL II B

Definition & Satz

C0 und Riesz-Markov-Kakutani

DGL II B

Definition & Satz

L8w˚pΩ;MpRqq, schwach˚-messbar

DGL II B

Definition

Young-Maß

DGL II B

Satz

Hauptsatz über Young-Maße

DGL II B

lemma

Für den Erwartungswert eines

Young-Maßes gilt upxq “ Erνxs

DGL II B



Sei punqnPN Ă LppΩq beschränkt. Dann gilt un á u genau

dann wenn die Mittelwerte stark konvergieren, d.h.

1

|D|

ż

D

un dxÑ
1

|D|

ż

D

udx

für alle messbaren D Ă Ω gilt.

”
ùñ “: Teste mit v :“ 1D.

”
ðù “: Es gilt xun ´ u, v y Ñ 0 für alle v P spanpt1D : D Ă

Ω messbaruq, welcher dicht liegt.

Selbst in einem Hilbert-Raum gilt für eine schwach konver-

gente Folge un á u und eine nichtlineare Funktion f – auch

wenn fpunq Ñ v stark konvergiert – nicht v “ fpuq. Betrach-

te als Beispiel eine Orthonormalbasis un mit un á 0 und

f :“ } ¨ }. Dann gilt fpunq “ 1 ‰ 0 “ fp0q.

Wir wollen also schwache Grenzwerte in einem gewissen Sinne

verallgemeinern, um mehr über den Grenzwert b herauszufin-

den.

Haben un á u, Aun á b, wir wollen Grenzwert identifizieren.

Für upxq :“ hpxq´2hp2x´1q, wobei h die Heaviside funktion

ist, definiere unpxq :“ upnxq, wobei u 1-periodisch fortgesetzt

wird.

Wir wollen die Wahrscheinlichkeit messen, mit der ein Funk-

tionswert
”
im Grenzwert“ angenommen wird. In diesem Fall

ist das zugehörige Young-Maß, welches ein Wahrscheinlich-

keitsmaß ist, dass diese Wahrscheinlichkeit modelliert, gege-

ben durch

ν :“
δt1u ` δt´1u

2
,

wobei δ die Dirac-Funktion ist.

Für un :“ n1{p 1r0, 1
n s
Ă LppΩq gilt }un}0,p “ 1, un á 0 und

sogar un Ñ 0 fast überall, aber nicht un Ñ 0. (νx “ δt0u f.ü.)

Die Folge unpxq :“ sinp2πnxq ist beschränkt, sogar

gleichmäßig: es gilt }un}0,8 “ 1. (Die gleichmäßige Be-

schränktheit impliziert, dass es keinen Konzentrationseffekt

geben kann.) Es gilt un á 0 jedoch nicht un Ñ 0.

Hier hat ν die Dichte arcsinpyq
π “ 1

π
?

1´t2
auf r´1, 1s, da wir

”von der y-Achse auf die Funktion schauen”. Also gilt für alle

messbaren A Ă r´1, 1s νpAq “ 1
π

ş

A

1?
1´t2

dt

Wir betrachten C0pRq :“ tu P CpRq : upxq
|x|Ñ8
ÝÝÝÝÑ 0u mit der

Supremumsnorm.

Dann gilt MpRq – pC0pRqq˚ via xµ, f yMpRqˆC0pRq :“
ş

f dµ.

Sei MpRq der Vektorraum (Für die Vektorraumstruktur (sonst

können wir keine Norm definieren) benötigen wir eigentlich auch si-

gnierte Maß, da aber Wahrscheinlichkeitsmaße nichtnegativ sind, igno-

rieren wir dies.) der beschränkten Radon-Maße auf R, wobei

ein beschränktes Maß µ Radon-Maß heißt, wenn für alle

A P BpRqgilt µpAq “ suptµpKq : K Ă A kompaktu.

}µ}MpRq :“
ş

d|µ| “ suppAkqNk“1

řN
k“0 |µ|pAq, wobei die Ak eine

paarweise disjunkte Ausschöpfung von R sind. Es gilt PpRq Ă
MpRq, wobei PpRq die W-Maße auf R bezeichnet, und µ P

PpRq ðñ }µ}MpRq “ 1 und µ ě 0 gilt.

Seien Ω Ă Rd messbar und beschränkt, pun : Ω Ñ RqnPN
eine Folge messbarer Funktionen. Die Abbildung νp¨q P

L8w˚pΩ;MpRqq heißt von der Folge punqnPN erzeugtes Young-

Maß, wenn νx P PpRq für alle x P Ω gilt und für jede Ca-

ratheodory-Funktionf : Ωˆ RÑ R aus

pfp¨, unqqn á f in L1pΩq,

folgt, dass fpxq “
ş

R fpx, tqdνxptq fast überall gilt.

L8w˚pΩ;MpRqq :“ tu : Ω ÑMpRq : u P L8 ist schwach˚-mb.u,

wobei wir ν schwach˚-messbar nennen, wenn die Abbildung

x ÞÑ

ż

f dνx “

ż

R
fpyqdνxpyq

für alle f P C0pRq messbar ist.

Es gilt pL1pΩ; C0pRqqq˚ – L8w˚pΩ;MpRqq.

Sei punqnPN Ă LppΩq für p P r1,8s, sodass un á u für p ă 8

bzw un
˚
á u für p “ 8. Ist ν ein Young-Maß einer Teilfolge

von un so gilt upxq “
ş

R tdµxptq fast überall in Ω.

Wegen supnPN
ş

Ω
gp|unpxq|qdx ă 8 (konvergent ùñ in

Lp beschr.) existiert eine Teilfolge un1 und ein zugehöriges

Young-Maß. Ist ν nun ein beliebiges Young-Maß, so wählen

wir die Caratheodory-Funktion fpx, tq :“ t. Dann gilt

(TODO: p “ 8) fp¨, un1q “ un1 á u in LppΩq und somit

auch in L1pΩq (da Ω beschränkt ist). Nach dem Hauptsatz

folgt upxq “
ş

R fpx, tqdµxptq “
ş

R tdµxptq “ Erνxs.

Seien Ω und punqnPN wie oben. Existiert eine stetige monoton

wachsende Funktion g : r0,8q Ñ R mit gptq
tÑ8
ÝÝÝÑ 8 und (Ist

punqnPN in Lp beschränkt, wähle gptq :“ tp.)

sup
nPN

ż

Ω

gp|unpxq|qdx ă 8,

dann hat punqn eine Teilfolge un1 , welche ein Young-Maß er-

zeugt.



Satz

Dunford-Pettis

DGL II B

Satz

De la Vallée Poussin

DGL II B

Satz

Sir Ball

DGL II B

Satz

Pedregal

DGL II B

Definition

Maßwertige Lösung

DGL II B

Lemma: Zusammenhang der Monotoniebegriffe I

1. Gleichmäßige Monotonie impliziert strikte Monotonie.

2. Starke Monotonie impliziert gleichmäßige Monotonie.

3. Starke Monotonie impliziert d-Monotonie.

4. Starke Monotonie impliziert Koerzivität.

5. d-Monotonie impliziert Monotonie.

DGL II B

Lemma: Zusammenhang der Monotoniebegriffe II

Monotonie impliziert lokale

Beschränktheit.

DGL II B

Lemma: Zusammenhang der Monotoniebegriffe III

Auf reflexiven Räumen implizieren

Monotonie und Radialstetigkeit

Demistetigkeit.
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Eine beschränkte Folge punqnPN Ă L1pΩq hat genau dann ein

schwach konvergente Teilfolge wenn eine monoton wachsende

Funktion ψ : r0,8q Ñ r0,8q existiert mit

ψpzq

z
zÑ8
ÝÝÝÑ 8, und sup

nPN

ż

R
ψp|un|q dx ă 8.

Eine beschränkte Folge punqnPN Ă L1pΩq hat genau dann ein

schwach konvergente Teilfolge, wenn un gleichgradig integrier-

bar sind, d.h. für alle ε ą 0 existiert ein δ ą 0 sodass

ż

A

|un|dλ ă ε @A Ă Ω messbar, λpAq ă δ @n P N.

gilt. Dies ist äquivalent zu

@ε ą 0 DM ą 0 :

ż

tx:|unpxq|ąMu

|un|dλ ă ε @n P N.

Sei punqnPN Ă LppΩq für p P r1,8q. Dann gilt un á u in

LppΩq genau dann wenn gilt:

1. punqnPN konvergiert schwach in L1pΩq.

2. Das von punqnPN erzeugte Young-Maß hat die Form

νx “ δupxq für ein u P LppΩq.

Es gilt fast überall

νxpAq “ lim
εŒ0

lim
nÑ8

|ty P Bpx, εq : unpyq P Au|

|Bpx, εq|
,

wobei | ¨ | Volumen beschreibt.

1. und 2. sind klar.

3. Mit p4 ‰q´1 sieht man α “ µ id.

4. Wähle γpxq “ µx´ }Ap0q}˚.

5. Folgt direkt aus der Monotonie von α.

Das Dupel pu, νp¨qq P V ˆ L8w*pΩ;MpRqq heißt maßwertige

Lösung von

$

&

%

´papx, u1pxqqq1 “ 0 in pa, bq,

upaq “ upbq “ 0

wenn für alle v PW1,p
0 pa, bq und fast alle x P pa, bq

ż b

a

ż

R
apx, tqdνxptqv

1pxqdx “ 0 und

ż

R
tdνxptq “ u1pxq

gilt. (Ist νx “ δu1pxq, so ist u eine schwache Lösung.)

Sei un Ñ u. Wir zeigen Aun á Au in V ˚, d.h. xAun ´ Au, v y Ñ 0 für alle

v P V , da wegen der Reflexivität von V schwach- und schwach˚-Konvergenz

in V ˚ zusammenfallen. Da A linear und kompakt ist, ist er stetig und so-

mit demistetig und somit lokalbeschränkt. Deswegen ist pAunqnPN Ă V ˚

beschränkt, also existiert wegen der Kompaktheit von A Teilfolge u1n und ein

b P V ˚, sodass Aun1 á b in V ˚ gilt. Wir zeigen nun b “ Au mit Minty’s

trick : für beliebige v P V gilt

x b, u y Ð xAun1 , un1 y ě xAun1 , un1 y´ xAun1 ´ Av, un1 ´ v y

“ xAv, un1 ´ v y` xAun1 , v y Ñ xAv, u´ v y` x b, v y .

Daraus erhalten wir x b, u´ v y ě xAv, u´ v y @v P V. Für t ą 0 und w P V

setze v “ u ` tw. Dann gilt ´t x b, w y ě ´t xApu ` twq, w y, also x b, w y ď

xApu` twq, w y
tŒ0

ÝÝÝÝÝÝÑ
radialst.

xAu,w y Analog erhalten wir x b, w y ě xAu,w y für

t ă 0 und somit x b, w y “ xAu,w y für alle w P V und somit b “ Au.

punqnPN Ă V : un Ñ u aber }Aun}˚ Ñ 8. αn :“ 1` }Aun}˚}un ´ u} ě 1.

1

αn
xAun, v y ď

1

αn
pxAun, v y` xAun ´ Apu` vq, un ´ pu` vq yq

“
1

αn
pxAun, un ´ u y´ xApu` vq, un ´ pu` vq yq

ď
1

αn
p}Aun}˚}un ´ u} ` }Apu` vq}˚}un ´ u´ v}q

ď 1`
1

αn
}Apu` vq}˚}un ´ pu` vq} ď 1`

C

αn
}Apu` vq}˚.

Somit ist 1
αn
xAun, v y für alle v P V beschränkt. Nach Banach-Steinhaus

DM ą 0 : 1
αn
}Aun}˚ ďM . Umstellen ergibt }Aun}˚ ďMp1`}Aun}˚}un´

u}q Da un Ñ u gilt, DN P N, sodass }un ´ u} ď
1

2M für alle n ą N gilt. Dies

ergibt jedoch }Aun}˚ ď M ` 1
2 }Aun}˚, also }Aun}˚ ď 2M für alle n ą N ,

was einen Widerspruch darstellt.

Seien X und Y normierte Räume und F : X Ñ Y eine Abbil-

dung. Existiert der Grenzwert

DF px; yq :“ lim
hÑ0

F px` hyq ´ F pxq

h
“

d

dh
F px` hyq

ˇ

ˇ

h“0
,

so heißt er Gâteaux-Differential von F an der Stelle x in

Richtung y. Ist die Abbildung y ÞÑ DF px; yq linear und be-

schränkt, so heißt F Gâteaux-differenzierbar in x. Die Ab-

bildung F 1pxq P LpX,Y q definiert durch F 1pxqy :“ DF px; yq

heißt Gâteaux-Ableitung von F in x.
Wir betrachten oft Y “ R und somit F 1pxq P X˚, F 1pxqy “ xF 1pxq, y y.

Gilt un á u in V sowie Aun á b in V ˚ und

lim sup
nÑ8

xAun, un y ď x b, u y,

so folgt Au “ b.

Pseudomonotone Operatoren besitzen die Eigenschaft (M).
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Für t ą 0, v P V und ; :“ t x f, u´v y “ x f, u´pu` tpv´uqq y

; “ x f, u´ pu` tpv ´ uqq y

ě xApu` tpv ´ uqq, u´ pu` tpv ´ uqq y

“ xApu` tpv ´ uqq, pu` tpv ´ uqq ´ pu` tpv ´ uq ` v ´ uq y t

ě rΦpu` tpv ´ uqq ´ Φpu` tpv ´ uq ` v ´ uqs ¨ t,

mit der Variationsungl. und äq. Charakterisierung. Kürzen. Φ

”
richtungsstetig“ also x f, u ´ v y ě limtą0 Φpu ` tpv ´ uqq ´

Φpv ` tpv ´ uqq “ Φpuq ´ Φpvq @v P V. Dann zwei Lemma.

auch: Uniform Boundedness Principle.

Seien X ein Banach-Raum, Y ein normierter Raum und F Ă

LpX,Y q.

supTPF }Tx}Y ă 8 @x P X ùñ supTPF }T }LpX,Y q ă 8.

Jeder monotoner koerzitiver P-Operator A : V Ñ V ˚

ist surjektiv.

A ist radialstetig und hat A das Potenzial Φpvq :“
ş1

0
xAptvq, v ydt. Da A monoton ist, ist Φ konvex. Somit ist

Φf pvq :“ Φpvq ´ x f, v y SFUS, da Φ es bereits ist, und x f, v y

sogar stetig ist. Es bleibt zu zeigen, dass Φf schwach koer-

zitiv ist. Dann existiert nämlich ein Minimierer u P V mit

Φf puq “ minvPV Φf pvq und es folgt Au “ f .

” ùñ ”: Minty’s Trick, da Demi ùñ Radial.

” ðù ”: Sei punqn Ñ u. Monoton ùñ lok. beschr. Somit

pAunqn beschr, d.h. Aun1 Ñ f P V ˚.

x f ´Aw, u´ w y “ lim
nÑ8

xAun ´Aw, un ´ w y ě 0

und somit Au “ f . TFP.

Betrachte V :“ W1,p
0 pΩq für p ą 1 und A : V Ñ V ˚, xAu, v y “

ş

Ω |∇u|
p´2∇u ¨∇v dx. Für alle u, v P V

xΦ1puq, v y “ lim
hÑ0

1

h
pΦpu` hvq ´ Φpuqq

“ lim
hÑ0

1

hp

ż

Ω
|∇pu` hvq|p ´ |∇u|p dx

“ lim
hÑ0

1

hp

ż

Ω

ż 1

0

d

ds
p|∇pu` shvq|pq ds dx (FTOC)

“ lim
hÑ0 �

��1
hp

ż

Ω

ż 1

0
��ph |∇pu` shvq|

p´2 ∇pu` shvq∇v dsdx

(L)
“
(F)

ż 1

0

ż

Ω
|∇puq|p´2 ∇u∇v dxds “ xAu, v y .

p‹q: t ÞÑ xAptvq, v y ist monoton, weil A monoton. Für v P V

Φf pvq “

ż 1

0

xAptvq, v y dt´ x f, v y

“

ż 1

0

xAptvq ´ Ap0q, tv ´ 0 y
1

t
dt´ x f ´ Ap0q, v ´ 0 y

p‹q

ě

ż 1

1
2

xAptvq ´ Ap0q, v y dt´ x f ´ Ap0q, v y

ě
1

2
xA

ˆ

v

2

˙

´ Ap0q, v y´ x f ´ Ap0q, v y

“

B

A

ˆ

v

2

˙

,
1

2
v

F

`

B

1

2
Ap0q ´ f, v

F

ě γ

ˆ›

›

›

›

v

2

›

›

›

›

˙
›

›

›

›

v

2

›

›

›

›

´

›

›

›

›

1

2
Ap0q ´ f

›

›

›

›

˚

}v}
}v}Ñ8
ÝÝÝÝÝÑ 8,

Es gilt xAupm
1
q, vpkq y

p‹q
“ x f, vpkq y @vpkq P Vk, k ď m1. Mit

m1 Ñ 8 folgt x a, vpkq y “ x f, vpkq y @vpkq P
Ť8

j“1 Vj Ă V ,

welcher dicht liegt. Thus lim supm1Ñ8 xAu
pm1q, upm

1
q ´ u y

p‹q
“

lim supm1Ñ8
`

x f, upm
1
q y´ xAupm

1
q, u y

˘

“ 0. Für w P V gilt

aufgrund der Pseudomontonie von A

xAu, u´ w y ď lim inf
m1Ñ8

xAupm
1
q, upm

1
q, w y

“ lim inf
m1Ñ8

`

x f, upm
1
q y´ xAupm

1
q, w y

˘

“ x f, u´ w y .

Wählen wir w :“ u˘ v für v P V erhalten wir Au “ f .

Pseudomonotone, lokal beschränkte, koerzitive Ope-

ratoren sind surjektiv.

Wir suchen die Lösung upmq P Vm :“ spanppϕkq
n
k“1q

des endlich-dimensionalen Ersatzproblems xAupmq, vpmq y “

x f, vpmq y für alle vpmq P Vm. A ist demistetig und das Ersatz-

problem ist für demistetige koerzitive Operatoren lösbar. Mit

der Beschränktheit von pupmqqm Ă V und pAupmqqm Ă V ˚

existiert eine Teilfolge pupm
1
qq sowie u P V und a P V ˚ mit

upm
1
q á u in V und Aupm

1
q á a in V ˚.

Zu f P V ˚ finde ein u P V, sodass apu, vq`bpu, u, vq “ x f, v y,

wobei

apv, wq :“ ν

ż

Ω

p∇vq ¨ p∇wqdx “ ν
d
ÿ

i,j“1

ż

Ω

B

Bxj
vi ¨

B

Bxj
wi

bpu, v, wq :“ xpu ¨∇qv, w yL2pΩqd “

d
ÿ

i,j“1

ż

Ω

ui
B

Bxi
vjwj .

V :“ tv P C80 : ∇ ¨ v “ 0u , V :“ V}¨}H1pΩq , H :“ V}¨}L2pΩq .

Sei Ω Ă Rd ein beschränktes Lipschitz-Gebiet.

V “
 

v P H1
0 pΩq

d : ∇ ¨ u “ 0
(

,

H “
 

v P L2pΩqd : ∇ ¨ v “ 0, γnv “ 0
(

, wobei ∇v “ 0 für

v P L2 bedeutet, dass
ş

Ω
v ¨ p∇ϕqdx “ 0 für alle ϕ P C80 pΩq

gilt. Für glattes v ist γnv :“ pv ¨ nq|BΩ, wobei n den äußeren

Normalenvektor bezeichnet. Damit ist V Ă H1
0 pΩq

d ein abge-

schlossener Unterraum.
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Der Operator a : V ˆ V Ñ R ist wohldefiniert, linear, be-

schränkt, stark positiv und symmetrisch.

Nach dem Satz von Lax-Milgram besitzt das stationäre

imkompressible Navier-Stokes-Problem (bp¨, ¨, ¨q wird ver-

nachlässigt) genau ein
”

Geschwindigkeitslösung“.

Der Stokes-Operator A : V Ñ V ˚ mit xAv,w y :“ apv, wq

existiert und ist ebenfalls linear, beschränkt, stark positiv und

symmetrisch.

b : LαpΩqd ˆ W 1,βpΩqd ˆ LγpΩqd Ñ R mit α, β, γ ą 1 und
1
α `

1
β `

1
γ ist multilinear und beschränkt.

b : V ˆ V ˆ V Ñ R ist wohldefiniert, beschränkt und bezüglich

des zweiten und dritten Arguments schiefsymmetrisch, wobei

}v} :“ }v}V :“ }∇v}L2pΩqdˆd “

˜

d
ÿ

i,j“1

ż

Ω

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

B

Bxi
vj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

dx

¸

1
2

,

und bpu, v, wq “ ´bpu,w, vq für alle u, v, w P V .

Somit gilt

}Bvn ´Bv}V ˚ “ sup
wPV zt0u

| xBvn ´Bv,w y |

}w}

ď pc1 ` c2qp}vn}L4 ` }v}L4q}vn ´ v}L4

“ c̃p}vn} ` }v}q}vn ´ v}L4

für ein c̃ ą 0. Aus V
c

ãÑ L4 folgt }vn ´ v}L4 Ñ 0. Letztlich ist

}vn} beschränkt und somit folgt }Bvn ´Bv}V ˚ Ñ 0.

2 xAv `Bv, v y “ apv, vq ` bpv, v, vq
looomooon

“0

“ ν}v}2V .

Wir wenden Satz über verstärkt stetige Lösung an.

1 Sei pvnqnPN Ă V eine Folge mit vn á v in V . Wir zeigen

Bvn “ Bpvn, vnq Ñ Bv “ Bpv, vq in V ˚. Betrachte für w P V

|xBpvn, vnq ´Bpv, vq, w y| “ |bpvn, vn, wq ´ bpv, v, wq|

“ |bpvn, vn ´ v, wq ` bpvn ´ v, v, wq|

ď |bpvn, vn ´ v, wq| ` |bpvn ´ v, v, wq|

ď pc1 ` c2q}vn}
4
L}w}}vn ´ v}L4 .

für c1, c2 ą 0.

Sei un Ñ u in V . Da A lokal beschränkt ist, ist

pAunqnPN beschränkt. Somit existiert ein b P V ˚ und ei-

ne Teilfolge pun1qn1PN, sodass Aun1 á b gilt. Es folgt

lim supn1Ñ8 xAun1 , un1 y “ x b, u y und mit der Pseudomono-

tonie von A, welche die Eigenschaft (M) impliziert, Au “ b.

Teilfolgenprinzip anwenden.

Seien V separabel, reflexiv, A : V Ñ V ˚.

1. Monotonie und Radialstetigkeit ùñ Pseudomonotonie.

2. Verstärkte Stetigkeit impliziert Pseudomonotonie un á

u, dann lim infnÑ8 xAun, un ´ w y “ xAu, u´ w y.

3. Summen pseudomonotoner Op. sind pseudomonoton.

Lineare, beschränkte stark positive Operatoren A : V Ñ V ˚

sind surjektiv.

Sei pVhqh ein Galerkin-Schema in V . Das diskrete Ersatz-

problem ist: find uh P Vh sodass xAuh ´ f, vh y “ 0 für alle

vh P Vh gilt. A-priori-Abschätzung: µ}uh}
2 ď xAuh, uh y “

x f, uh y ď }f}˚}uh}. Da A linear und beschränkt ist, ist es

schwach-schwach-stetig und somit folgt Auh á Au. Wende

Teilfolgenprinzip an.

Sei un Ñ u. Aufgrund der Reflexivität genügt es, xAu ´

Aun, v y Ñ 0 für alle v P V zu zeigen. Da A monoton ist,

ist er lokal beschränkt und somit existiert eine schwach kon-

vergente Teilfolge pun1qn1PN und un1 Ñ b P V ˚. Es folgt

x b, u y Ð xAun1 , un1 y ě xAun1 , un1 y´ xAun1 ´Av, un1 ´ v y

ě xAv, u´ v y` x b, v y

Mit Minty’s Trick folgt Au “ b.

vn á v in V , Avn á 0 und lim supnÑ8Avn, vn y ď x b, v y.

x b, v y ě lim sup
nÑ8

Avn, vn y “ lim sup
nPN

xAvn, vn ´ v y` xAvn, v y

“ lim sup
nPN

xAvn, vn ´ v y` x b, v y,

d.h. xAvn, vn ´ v y ď 0. Aufgrund der Pseudomonotonie folgt

xAv, v ´ w y ď lim inf
nÑ8

xAvn, vn ´ w y “ lim inf
nÑ8

xAvn, vn y´ x b, w y

ď lim sup
nÑ8

xAvn, vn y´ x b, w y “ x b, v ´ w y .

Mit Minty’s Trick folgt Av “ b.


